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Experiéncia 5 - Oscilacoes harmonicas forcadas

1. OBJETIVO

O objetivo desta aula € discutir e realizar experimentos envolvendo um conjunto massa-mola
sob acdo de uma forga externa oscilatéria no tempo. Usaremos um sonar para medirmos a posi¢do do
conjunto massa-mola em fun¢@o do tempo. Na andlise dos experimentos desprezaremos o atrito com o
ar.

2. INTRODUCAO

Como vimos na aula sobre o oscilador harmoénico simples (Aula 3), podemos modelar uma
mola real de massa m,, a qual prendemos em uma de suas extremidades um suporte de massa m_,
contendo uma massa calibrada m.,;, por uma mola ideal (sem massa) a qual é pendurada uma massa
M=mg + ms + me,, onde my € a massa efetiva da mola, m,.r < my. A equagdo diferencial que descreve o
movimento da massa presa a extremidade da mola € dada por:

d’ (D
a’tzo =,
onde :
Ny = y(®)—y (M). ()

1,€ uma coordenada de posi¢do que vale zero na posi¢do de equilibrio para uma determinada massa

M no suporte. Ainda temos que:
k 3)
= — .
M
Vimos que a solucdo da equacdo diferencial descrita na Eq.(1) € uma combinacdo linear de
funcdes seno e cosseno com periodo de oscilacao dado por:

M
T,=2m,|—.
0 == (4)

Ou, em termos das massas m,,, m_, m_,:

of °

mef + mv + mcal (5)
T, =27 : .

Suponhamos agora, que haja uma forca externa F(¢) = F, cos(ax) atuando no sistema, como
mostrado na FIG.1, que representa o aparato experimental que usaremos nesta aula.
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FIG. 1 - Esquema do aparato experimental a ser usado na aula.

Nesta situacdo a equacao diferencial que descreve o movimento da massa M passa a ser:

d’n F,
dtz + a)ozn = MOCOS(Q)I) , (6)

lembrando que estamos desconsiderando o efeito de amortecimento devido ao atrito do corpo de massa
M com o ar. Usando o principio de superposicao para equagdes diferenciais lineares [1], a solucdo da
Eq.(6) serd a soma entre as solucdes da equacdo homogénea, Eq.(1), com uma solucdo particular da
equagao inomogénea, Eq.(6). A solu¢do da equagcao homogénea, nds ja vimos, € a solucdo do oscilador
harmonico simples, correspondendo as oscilagdes livres do sistema. Embora estejamos desprezando
efeitos dissipativos (como o atrito com o ar), eles estdo sempre presentes e causam o amortecimento
das oscilagdes livres, tornando-as despreziveis para tempos muito maiores que o chamado tempo de
decaimento. Por essa razdo dizemos que a solu¢do da equacdo homogénea, Eq.(1), define o regime
transiente de oscilagdes. Chamamos de 7 a funcido que descreve a solucido nesse regime € Vvimos
(Aula 3) que ela pode ser escrita como:

n, () = A, cos(w,t + 9). (7

A solucdo particular da equag@o inomogénea corresponde as oscilagdes forcadas do sistema.
Como a forca externa fornece continuamente energia para o sistema, essas oscilagdes persistem mesmo
na presencga de dissipag¢ao. Por esses motivo essa solugdo define o regime estaciondrio das oscilagdes,
isto €, descreve o comportamento do sistema apds ter passado um tempo suficientemente grande (bem
maior do que os periodos de todas as oscilacdes envolvidas no problema) apés o inicio da acdo da
for¢ca externa oscilatdria. Pelo fato de estarmos numa situagdo onde o efeito do atrito é pequeno, a
solucdo que observaremos serd uma combinagdo das solucdes transiente e estaciondria.

Vamos procurar uma solugdo particular da Eq.(6) na seguinte forma:

n,(t)=A,cos(ar). ®)

Substituindo a Eq.(8) na Eq.(6) obtemos:
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i )
Resultando em: ((‘)o2 -’ ) Apcos(ar) = Mocos(a)t).
F
Ap:M(a)zo_a)z) (10)
0
A solucao particular da Eq.(6) pode entao ser escrita como:
n,() =Lcos(wt). (11)
M (0} )

Lembrando que F(¢) = F, cos(ax), a equagdo acima nos mostra que quando @< @, a solucdo forgada
n,(¢) apresentard maximos e minimos no mesmo instante que a for¢a F(¢). Dizemos, entdo, que o
sistema oscila em fase com a for¢a externa. Quando @> @, a grandeza A, se torna negativa e 77,(¢)

serd méxima quando a forca for minima, e vice-versa. Dizemos, entdo, que o sistema oscila em
oposicdo de fase com a for¢a. Note que, a medida que a freqiiéncia @ da forca externa se aproxima da
freqii€ncia @, das oscilagdes livres, a amplitude A, das oscilagdes forg¢adas cresce, tornando-se
infinitamente grande quando @ = @), . Esse fendmeno é chamado de ressonancia.

Como a solugdo geral da Eq.(6) é a soma da solucdo geral da Eq.(1) e da solucdo particular
Eq.(11), ela sera dada por:

F, (12)
IW(TO_(OZ)COS([O[) + A() COS(C()()[ + ¢0).

Se assumirmos que as condic¢des iniciais sejam dadas por 7(0)=0 e 7(0) =0, chegaremos
finalmente a:

n() =

F, (13)
t)y=——F+—2——|cos(m,t) — cos(awr)|.
n() M(a)j—a)z)[ (@) (1))
Na  ressonancia, quando w=w,, a Eq.(13) pode ser escrita como:
i (14)
t)= tsen(ayt),
n(t) Ma, (1)

mostrando que, quando a freqiiéncia da for¢a externa € igual a freqiiéncia de oscilagdo natural do
oscilador harmdnico simples, a amplitude das oscilagdes cresce linearmente com o tempo. ( Como , na
pratica é muito dificil sintonizar exatamente a ressonancia, a amplitude das oscilagdes nao crescerd
indefinidamente).

Para freqiiéncias da forca externa proximas da freqiiéncia de ressonancia, @ ~ @,, vemos ainda
o surgimento de outro efeito fisico interessante, o batimento. Usando a identidade trigonométrica:

(@ - (15)
cos(a,t) — cos(awr) = —2sen (%j t} sen K%ij t} ,
podemos reescrever a Eq.(13) como: )
ﬂ(t)=ﬁsen{2% %)t}sen{Zﬂ'(%)t} (16)
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onde fizemos uso das relacdes @, =27f, e w=27f , com f; sendo a freqiiéncia natural de oscilagao
. . . +
do sistema e f a freqiiéncia da forca externa aplicada. Quando f ~ f,, o termo sen{Zn’(fO—zfjt}

oscila rapidamente comparado com

ok, et ()
A(t) =WSGH|:27[(TJIj|.

Nesse caso, podemos considerar 77(¢) como representando um movimento oscilatério de freqiiéncia

f0+f fo_f
2 2

cuja amplitude | A(7) | varia lentamente no tempo com freqiiéncia

Na FIG.2, a linha cheia representa a variacao da posi¢do 7)(¢) em funcao do tempo ¢, para o caso
em que fy=2 Hz e f=2,3 Hz, enquanto as linhas tracejadas representam a envoltéria das oscilagdes
rapidas, dada por =1 A(z)|. O fendmeno dos batimentos aparece devido a modulacido da amplitude de

n(¢t) com uma freqiiéncia f, =| fo—f | (Note que o intervalo de tempo entre dois zeros de 7(t)
corresponde ao valor de 1/Af ). Por esse motivo, chamamos f, = | fo— f | de freqiiéncia de batimento

do sistema. Na ressonancia f, tende a zero.
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FIG.2 — A linha cheia representa o comportamento de 77(¢), mostrando claramente o fendmeno do
batimento. As linhas tracejadas representam a envoltéria das oscilagdes rapidas de 7(z) . O tempo estd
representado em segundos e as amplitudes em unidades arbitrarias. Estamos denominando o periodo
das oscilagdes rapidas por Tk, e o periodo do batimento por 7} .
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3. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

1 - Meca a massa m, da mola que serd usada e mega também a massa m_do suporte-recipiente onde

serdo colocadas as massas calibradas. ATENCAO: E preciso ter o méximo de cuidado com a fixacdo
da bobina.

2 - Pendure a mola no suporte da bobina na mesma haste em que estd instalado o sonar e pendure o
recipiente com uma massa m., de 10g ou 15g. Alinhe o sistema mola-recipiente com o sonar. Se tiver
ddvida no uso do sonar, use as dicas dadas no Apéndice B da apostila.

3 - Coloque o sistema massa-mola para oscilar. A amplitude das oscilacdes nao precisa ser muito
grande, basta que as oscilacdes possam ser monitoradas pelo sonar. Use o sonar para medir o periodo
da oscilacdo natural do sistema, 7p. A incerteza na medida do periodo fica menor se, ao invés de
medirmos uma unica oscilacdo, medimos o tempo correspondente a vdrias oscilagcdes e dividimos o
valor obtido pelo nimero de oscilagdes. Meca o intervalo de 5 periodos de oscilacao.

4 - Deixe o oscilador em repouso e ligue o gerador de sinais que estd preso a mola. Com uma
amplitude pequena de oscilagdo da haste da bobina, varie a freqiiéncia da forca externa em torno de 2

Hz, e procure a ressonancia. Perto da ressonancia vocé€ observard o fendmeno do batimento. Meca o
periodo das oscilacdes rapidas, Tk, € o periodo de batimento, 7.
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